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Sistemas de prueba y aplicaciones para Ciore y su versién de primer orden

Introduccién

La légica (proposicional) paraconsistente 3-valuada Ciore fue
desarrollada por Carnielli, Marcos y de Amo, en el contexto del
estudio de bases de datos inconsistentes en desde el punto de vista
de las légicas de la inconsistencia formal (LFls).

e Carnielli, W. A., Marcos, J., & de Amo, S. (2000). Formal
inconsistency and evolutionary databases. Logic and Logical
Philosophy, 8, 115-152.

Esta légica tiene caracteristicas muy particulares como la
propagacion y retropropagacién del operador de consistencia,
ademas, es algebrizable en el sentido de Blok y Pigozzi.
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Sistemas de prueba y aplicaciones para Ciore y su versién de primer orden

Introduccién

Estos mismos autores consideraron una versién de primer orden de
Ciore con el nombre de LFI2*.

Posteriormente, Coniglio, Gomez-Pereira & M. Figallo introdujeron
una version de primer orden para Ciore, llamada QCiore,
preservando el "espiritu” de Ciore.

e Coniglio, M, Gomez-Pereira, T, & Figallo, M. (2020). Some
model-theoretic results on the 3-valued paraconsistent first
order logic QCiore. The Review of Symbolic Logic.

En este mismo trabajo, se probaron importantes resultados de la
Teoria de Modelos clasica en el contexto de esta ldgica, tales
como: el Lema de Lindenbaum-tos, Teorema de Tarski y Vaught,
Teorema de consistencia de Robinson, etc.
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Sistemas de prueba y aplicaciones para Ciore y su versién de primer orden

Introduccién

Esta comunicacién estd organizada como sigue:

@ Presentacién de Ciore y sus propiedades.
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Sistemas de prueba y aplicaciones para Ciore y su versién de primer orden

Introduccién

Esta comunicacién estd organizada como sigue:

@ Presentacién de Ciore y sus propiedades.

@ Cilculo de secuentes libre de corte para Ciore.
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Sistemas de prueba y aplicaciones para Ciore y su versién de primer orden

Introduccién

Esta comunicacién estd organizada como sigue:

@ Presentacién de Ciore y sus propiedades.
@ Cilculo de secuentes libre de corte para Ciore.
@ Algunas aplicaciones del Teorema de Elimacién de Corte.
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Sistemas de prueba y aplicaciones para Ciore y su versién de primer orden

Introduccién

Esta comunicacién estd organizada como sigue:

Presentacién de Ciore y sus propiedades.
Célculo de secuentes libre de corte para Ciore.

Algunas aplicaciones del Teorema de Elimacién de Corte.

La légica de primer orden QCiore.
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Introduccién

Esta comunicacién estd organizada como sigue:

Presentacién de Ciore y sus propiedades.
Célculo de secuentes libre de corte para Ciore.
Algunas aplicaciones del Teorema de Elimacién de Corte.

La légica de primer orden QCiore.

Teoria de la prueba para QCiore.

Victoria Arce Pistone Sistemas de prueba y aplicaciones para Ciore y su versién de pi



Sistemas de prueba y aplicaciones para Ciore y su versién de primer orden

Introduccién

Esta comunicacién estd organizada como sigue:

Presentacién de Ciore y sus propiedades.

Célculo de secuentes libre de corte para Ciore.

Algunas aplicaciones del Teorema de Elimacién de Corte.
La légica de primer orden QCiore.

Teoria de la prueba para QCiore.

Arboles de descomposicién y completitud a la Schiitte.
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Sistemas de prueba y aplicaciones para Ciore y su versién de primer orden

La I6gica Ciore

La ldgica proposicional Ciore estd definida sobre la signatura
Y = {A,V,—,, o} mediante el siguiente calculo de Hilbert:

Axiomas esquema:

a— (= a) (Ax1)

(= B—=7) = (a—=8) = (a—=7)) (Ax2)
a— (8= (anp)) (Ax3)

(aAB) = « (Ax4)

(anp)— B (Ax5)

a— (aVp) (Ax6)

B —= (aVp) (AXT)

(@—=7) = ((B—=7) = ((aVB) =) (Ax8)
(o = B)Va (Ax9)
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Sistemas de prueba y aplicaciones para Ciore y su versién de primer orden

La I6gica Ciore

Axiomas esquema: (cont.)

aV o (Ax10)
o — (o= (ma— B)) (bcl)
- — (a0 A —av) (ci)
e o aNeY (cef)
(o Vof3) > o(a A ) (cory)
(oax Vo) «+» o(aV 3) (cor)
(o V of3) «» o(ax — B) (cors)
Regla de Inferencia:
a a—f
(MP) 5

Victoria Arce Pistone Sistemas de prueba y aplicaciones para Ciore y su versién de pi



Sistemas de prueba y aplicaciones para Ciore y su versién de primer orden

La I6gica Ciore

Teorema

El sistema Ciore es correcto y completo con respecto a la siguiente
matriz 3-valuada M. = (T, D, O) sobre la signatura ¥ con
dominio T = {1, %,0} y conjunto de valores designado D = {1, 1},
donde las tablas de verdad son:

AR V0] EOE0] =]
11110 1111 11|10 1011
CITII[0] T[T [EATE0] [TE
0(0]0]0 Of[1]1]0 0O(1(1]1 0111
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Sistemas de prueba y aplicaciones para Ciore y su versién de primer orden

La I6gica Ciore

En

@ Avron, A., Konikowska, B., & Zamansky, A. (2012). Modular
Construction of Cut-Free Sequent Calculi for Paraconsistent
Logics. Proceedings of the 27th Annual ACM/IEEE
Symposium on Logic in Computer Science, 85-94

se presentdé una construccién sistematica y modular de cdlculos de
secuentes libres de corte para una clase importante de légicas
paraconsistentes denominados C-sistemas.

Sin embargo, esta construccién no aplica a Ciore ya que esta légica
no valida las Leyes de De Morgan, pero si vale la siguiente ley

((aA=a) A(BA=B)) = —(aVp)

y ningln sistema estudiado por Avron et al. considera esta opcién.
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Sistemas de prueba y aplicaciones para Ciore y su versién de primer orden

Célculo de secuentes libre de corte para Ciore

Aplicamos el método desarrollado en

@ Avron, Ben-Naim, & Konikowska. Cut-free ordinary sequent
calculi for logics having generalzed finite-valued semantics.
Logica Universalis 1, 41-69, 2006.

para construir un calculo de secuentes para Ciore que goce de la
propiedad de eliminacién de corte.
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Calculo de secuentes con eliminacién de corte para una légica paraconsistente

Célculo de secuentes libre de corte para Ciore

Definicidon

Llamaremos GCiore al cdlculo que tiene como axioma
o=«

las reglas estructurales de corte y debilitamiento a izquierda y
derecha

(w=) =4 (= w) =4
v La= A Y TSAa

y las reglas logicas:
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Calculo de secuentes con eliminacién de corte para una légica paraconsistente

Célculo de secuentes libre de corte para Ciore

Reglas para el conectivo V:
Na=A TI,8=A MN=A07
V = =Vv) — "
( ) MNavpg=A ( ) r=AaVvp
(_'\/ :>) r7057_'a767_'5:>A r,_|O(,_|5:>A,Oé,B
M=(aVp)=A
NM=ANa T=A-a T=A0 T=A-0
(= -v)
= A, ~(aVp)
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Calculo de secuentes con eliminacién de corte para una légica paraconsistente

Célculo de secuentes libre de corte para Ciore

Reglas para el conectivo A:

Mo fg=A
Nanpg=A

N=Aa N=A0
= AaNp

(A=)

(=A)

N=Aa 0l -a=Aal,-=A08T,-a,—-0=A
M=(anp)=A

MNa,f=A0A-a T[apf=A -0
M= A,=(aAp)

(=A =)

(= =)
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Calculo de secuentes con eliminacién de corte para una légica paraconsistente

Célculo de secuentes libre de corte para Ciore

Reglas para el conectivo —:

r=Aa TI,0=A

(=) Na= A5
Na—5g=A

= Aa—p

(==)

Mo -8=A,068 la-a-=A
MN—(a—p)=A

rN=Aa IB=A-a I,38=A -3

M= A ~(a—p)

(=)

(=)
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Calculo de secuentes con eliminacién de corte para una légica paraconsistente

Célculo de secuentes libre de corte para Ciore

Reglas para los conectivos — y o:
(=) lTa=4
= A -«
(o =) Ma=A (= ) M= A«
[ —-—a=A = A«
(0 =) N=Aal = A -« (= o) Moo= A
O O —_——
[ oa= A = A, ox
(—0 =) Mo -a=A
—0 -
r,—\Oa=>A
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Calculo de secuentes con eliminacién de corte para una légica paraconsistente

Célculo de secuentes libre de corte para Ciore

Entonces,

Teorema

(Correctitud y completitud) Sea ' = A un secuente. Las
siguientes condiciones son equivalentes:
(i) T = A es M.-vdlido,

(ii) T = A es GCiore-demostrable.

y
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Calculo de secuentes con eliminacién de corte para una légica paraconsistente

Célculo de secuentes libre de corte para Ciore

Entonces,

Teorema

(Correctitud y completitud) Sea ' = A un secuente. Las
siguientes condiciones son equivalentes:
(i) T = A es M.-vdlido,

(ii) T = A es GCiore-demostrable.

y

Teorema

(de Eliminacion de Corte) Si I = A es GCiore-demostrable,
entonces existe una G Ciore-prueba para I = A en la que no se
hace uso de la regla de corte.
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Calculo de secuentes con eliminacién de corte para una légica paraconsistente

Aplicaciones de la Eliminacién de Corte

Introducimos la nocién de subférmula generalizada con el objeto
de proveer un método de decisién sintactico para Ciore.

Definicidon

Lel conjunto de todas las subférmulas generalizadas de -y, gsub(~),
es el menor conjunto de férmulas (en el sentido de inclusion) que
verifica las siguientes condiciones:
@ « € gsub(a).
@ gsub(a) C gsub(—a).
@ gsub(«) Ugsub(8) C gsub(a#3) donde # € {A,V, —}.
@ gsub(—a) Ugsub(—3) C gsub(—(a#/)) donde
# e {AV,—}.
@ gsub(—a) C gsub(oa).
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Calculo de secuentes con eliminacién de corte para una légica paraconsistente

Aplicaciones de la Eliminacién de Corte

Entonces,

Observacion

De la definicién anterior concluimos que para toda formula o se
verifica
@ « y —« son subférmulas generalizadas de oc,

@ « y —« son subférmulas generalizadas de — o «,

@ « es subférmula generalizada de ——av.

Victoria Arce Pistone Sistemas de prueba y aplicaciones para Ciore y su versién de pi



Calculo de secuentes con eliminacién de corte para una légica paraconsistente

Aplicaciones de la Eliminacién de Corte

Entonces,

Observacion

De la definicién anterior concluimos que para toda formula o se
verifica
@ « y —« son subférmulas generalizadas de oc,

@ « y —« son subférmulas generalizadas de — o «,

@ « es subférmula generalizada de ——av.

Sil={v,...,7n}, el conjunto de todas las subférmulas
generalizadas de [ es

gsub(l) = U gsub(7;)
i=1

gsub( = A) < gsub(I') Ugsub(A).
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Calculo de secuentes con eliminacién de corte para una légica paraconsistente

Aplicaciones de la Eliminacién de Corte

Lema ( Propiedad de la Subférmula Generalizada)

Sea D una GCiore-prueba sin corte de ' = A. Entonces, toda
férmula que ocurre en cualquier secuente en D, es subférmula
generalidada de alguna férmula que ocurre en ' = A. Esto es, si
[T=- A es un secuente en D entonces

MUA C gsub(l' = A)

Es claro que si ' = A es un secuente arbitrario, gsub(l' = A) es
un conjunto finito. Por lo tanto, no es dificil especificar un proceso
de decisién para GCiore, adaptando el procedimiento dado por
Gentzen para PK (la versién proposicional de LK). Luego,

Teorema

Ciore tiene un proceso de decision sintdctico (bottom-up
proof-search).
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Calculo de secuentes con eliminacién de corte para una légica paraconsistente

Aplicaciones de la Eliminacién de Corte

A continuacidn, veremos que, si bien Ciore es una légica
paraconsistente, ninguna contradiccion es vélida en esta légica.

Mas precisamente, ninguna contradiccién es demostrable en
GCiore.

Sea o una formula arbitraria. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

@ = a A -« es GCiore-probable,

@ el secuente vacio = es GCiore-probable.

Victoria Arce Pistone
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Calculo de secuentes con eliminacién de corte para una légica paraconsistente

Aplicaciones de la Eliminacién de Corte

Corolario
Ninguna contradiccion es probable en GCiore.

Dem. Supongamos que existe a tal que = o A -« es probable.
Entonces, por el lema anterior, el secuente vacio es probable.
Luego, por el Teorema de Eliminacién de Corte, existe una
prueba sin corte para el secuente vacio, lo que es imposible. [

Corolario

Para cualquier teorema o de Ciore, y toda M-valuacién v,

v(a) =1.
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Calculo de secuentes con eliminacién de corte para una légica paraconsistente

Primer orden

Coniglio, Gomez-Pereira y M. Figallo, extendieron Ciore al primer
orden de la siguiente manera. Sea .Z un lenguaje de primer orden
que extiende al lenguaje de Ciore. (aqui seguimos a Takeuti)

Definicion

QCiore es la I6gica determinada por el cdlculo estilo Hilbert que se
obtiene extendiendo Ciore (expresada en el lenguaje de primer
orden £ ) agregando los siguientes axiomas:

Axiomas esquema:

o(t) = Ixp(x), (Ax11)
Vxp(x) = o(t), (Ax12)
odxy <> Ixop, (Ax13)
oVxyp <+ Ixoyp, (Ax14)
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Calculo de secuentes con eliminacién de corte para una légica paraconsistente

Primer orden

donde t es un término arbitrario, ¢(t) y ¢(x) son

<<P(a) %) and (cp(a) z) respectivamente.

Reglas de inferencia

(V-In) m si a no ocurre en ¢
(3-In) m si a no ocurre en
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Calculo de secuentes con eliminacién de corte para una légica paraconsistente

Primer orden

donde t es un término arbitrario, ¢(t) y ¢(x) son

<<P(a) %) and (cp(a) z) respectivamente.

Reglas de inferencia

(V-In) m si a no ocurre en ¢
(3-In) m si a no ocurre en

Estos mismos autores presentaron una versién semantica de
QCiore usando relaciones parciales pensadas como ternas.
Mas precisamente,
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Calculo de secuentes con eliminacién de corte para una légica paraconsistente

Primer orden

Sea 3 = {0, 3,1} y consideremos la estructura
3=(3;V,A\,—,—,0) dada por la matriz M.

Sea X un conjunto no vacio. Una terna sobre X es un map
r: X — 3. Escribimos

r={(re, re,ro)

donde rg =r~1(1), ro =r"%(3), ro =r"1(0). Como es usual,
denotamos 3% al conjunto de todas las ternas sobre X. Es claro
que 3% hereda la estructura de 3 definiendo las operaciones punto
a punto.
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Calculo de secuentes con eliminacién de corte para una légica paraconsistente

Primer orden

Proposicién (CG-PF)

Sean r = (ra, 15, ro) y u = (ug, Us, Un ) ternas sobre X. Entonces:
(i) rAu=((re Nug) U (re Nuo)U(roNue)re U us, ro N uo),

(i) rVu=(rg Uug,rs Nug,(re Nug) U (re Nug) U (re Nug)),
(i) r > u=(re Uug, (re Ure) Nug, (re U re) Nug),
(i
(

v ) -r = (r@>r€B>r®)v
v) or = (rg Urg, re, 0).
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Calculo de secuentes con eliminacién de corte para una légica paraconsistente

Primer orden

o Una estructura parcial para QCiore es un par 2 = (A, (-)*)
donde A # () (dominio) y (-)* es una funcién tal que

- si R es una letra de predicado n-ario, entonces,
RY = <R%, Rg, R%) es una terna sobre A”, esto es,

R*. A" —3

- (-)* is defined as usual over F and C.
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Calculo de secuentes con eliminacién de corte para una légica paraconsistente

Primer orden

o Una estructura parcial para QCiore es un par 2 = (A, (-)*)
donde A # () (dominio) y (-)* es una funcién tal que

- si R es una letra de predicado n-ario, entonces,
RY = <R%, Rg, R%) es una terna sobre A”, esto es,

R*. A" —3

- (-)* is defined as usual over F and C.

e Una asignacion en Aesun maps:V =VrUV, — A
Denotamos S(A) al conjunto de todas las asignaciones en A.
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Calculo de secuentes con eliminacién de corte para una légica paraconsistente

Primer orden

o Una estructura parcial para QCiore es un par 2 = (A, (-)*)
donde A # () (dominio) y (-)* es una funcién tal que

- si R es una letra de predicado n-ario, entonces,
RY = <R%, Rg, R%) es una terna sobre A”, esto es,

R*. A" —3

- (-)* is defined as usual over F and C.

e Una asignacion en Aesun maps:V =VrUV, — A
Denotamos S(A) al conjunto de todas las asignaciones en A.

e El valor de un término t por la asignacién s, t*[s], es la usual.
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Calculo de secuentes con eliminacién de corte para una légica paraconsistente

Primer orden

Definicién (CG-PF)

Sea A no vacio. Dado un conjunto Z, p(Z)+ es el conjunto de

todos los subconjuntos no vacios de Z. Si x € V sean
Vx 1 p(S(A)) — p(S(A)) y 3x : p(S(A)) — ©(S5(A)) definidas
como sigue, para todo Y C S(A):

@(Y) ={s e S(A) : s €Y paratodo ac A},

§>\<(Y) ={s € S(A) : s €Y paratodo a € A}.

Las funciones V : p(3)1 — 3y 3: p(3)4 — 3 estan definidas
como sigue, para todo ) # Y C 3:

B 1 sileY,0¢Y 1 siY#{3}Y #{0}
Y(Y):=4q 3 siy={3} 3(V):=X 3% sivy={3}
0 sideY 0 siY={0}
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Calculo de secuentes con eliminacién de corte para una légica paraconsistente

Primer orden

Definicién (CG-PF)

Una QCiore-estructura es un par (2, || - |[*) tal que 2 es una
estructura parcial para QCiore y || - [|* : £(©) — 3°™) es un map
definido recursivamente como sigue, para todo s € S(2):

1. Si P(ty,...,t,) es atémica,

1P(ts, ..., ta)*(s) = PE(t'[s], - .., t2 [s]),
2. o Al = llel™ Aflwl®,

le vl = llel™ v Il

lo = @I = llol™ — llel*,

I=el® = =llell®,

logl|™ = ofll|*,

Ivxell*(s) = V({ll¢l*(s7) : a€ A},
IBxel*(s) = 3({le™(s7) : a€A}).

© N o o s W
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Calculo de secuentes con eliminacién de corte para una légica paraconsistente

Primer orden

Definicién

Sea (2, || - ||*) una QCiore-estructura, ¢ una férmula 'y s € S(A).
(i) s satisface p e 2, escrito A = ¢[s], si s € [[@[|Z U [l¢ll2.
(i) ¢ es vdlida en A, escrito 2l =qciore ¥, Si

lells Ullels = S(2)

(iii) ¢ es QCiore-consecuencia de I, escrito I' =qciore ®, Si para toda
QCiore-estructura 2, se tiene que: 2l =qciore ¥ para todo 1 € I implica
que A =qciore ©-

(iv) s satisface al secuente I' = A si s satisface no satisface ninguna
férmula de I, o bien, s satisface alguna férmula de A.

(v) T = A es vélido si para toda QCiore-estructura 2 y toda asignacién
s en 2, s satisface [ = A.

Teorema (de correctitud y completitud)

Sea I' U {¢} un conjunto de férmulas, T Fqciore ¢ ssi I Fqciore ©-
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Calculo de secuentes con eliminacién de corte para una légica paraconsistente

Teoria de la prueba para Qciore

Definicidon

Sea GQCiore el cdlculo de secuentes que se obtiene de extender
GCiore agregando las siguientes reglas:

o(t),l = A

M= A, ¢(a)
Vxo(x),I = A (

v = 8,000

=V)
donde t es un término arbitrario y la autovariable a no ocurre en el
secuente inferior. Ademds, en (= V) todas las ocurrencias de a en
¢(a) estan indicadas.

o(a),l = A

M= A, ¢(t)
Ixe(x), I = A (

3 4 —
3=) A YN
donde la autovariable a no ocurre en el secuente inferior y t es un

término arbitrario.
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Teoria de la prueba para Qciore

op(a),l = A
odxp(x), I = A

= A, o¢(t)

(3 =) [ = A, o3xd(x)

(= o3)

donde la autovariable a no ocurre en el secuente inferior y t es un
término arbitrario.

op(t),l = A
oVxp(x), I = A

= A, o¢(t)

(o¥ =) [ = A, oVxd(x)

(= ov)

donde t es un término arbitrario.
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Teoria de la prueba para Qciore

op(a),l = A = A, o¢(t)

(3=) ST T A (523 FS A o3xe()

donde la autovariable a no ocurre en el secuente inferior y t es un
término arbitrario.

op(t),l = A

= A, o¢(t)
oVxp(x), I = A (

(o¥ =) [ = A, oVxd(x)

oV)

donde t es un término arbitrario.

Proposicion

Los siguientes secuentes son probables en GQCiore.

@ = é(t) = Ixp(x), @ = odxd(x) < Ix o d(x),
@ = Vxo(x) — o(t), @ = oVx¢(x) < Ixo d(x).
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Proposicion

Las siguientes reglas son derivables GQCiore.

Q@ m donde a no ocurre en ¢,
Q :m donde a no ocurre en ).
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Teoria de la prueba para Qciore

Proposicion

Las siguientes reglas son derivables GQCiore.

Q@ m donde a no ocurre en ¢,
Q :m donde a no ocurre en ).

Teorema (de Correctitud)

Si el secuente ' = A es GQCiore-probable, entonces ' = A es
valido.

Victoria Arce Pistone Sistemas de prueba y aplicaciones para Ciore y su versién de pi



Calculo de secuentes con eliminacién de corte para una légica paraconsistente

Arbol de descomposicién, completitud y eliminacién de corte

Definimos, para cada secuente S, un drbol (posiblemente infinito),
llamado drbol de descomposicion (o de reduccién) de S, a partir
del cual podremos obtener una prueba sin corte para S, o bien,
una QCiore-estructura que refute a S. (Schiitte). Este arbol,
denotado T(S), contiene un secuente en cada nodo.

Definicidon

Se construye en etapas como sigue.

Etapa 0: Escriba S como raiz del arbol.

Etapa k (k > 0): Esta se define por casos:

Caso I: Todos los secuentes en las hojas del arbol tienen una
férmula en comun en el antecedente y el sucedente. Entonces,
pare.

Caso Il: No es el caso |. Entonces, esta etapa se define segiin k sea

k=0,1,...,26 (mod 27).
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Arbol de descomposicién, completitud y eliminacién de corte

Todas las variables libres que ocurren en cualquier secuente que
haya sido obtenido antes de la etapa k estan disponibles en la
etapa k. Si no hubiese ninguna variable disponible, elija
cualquier variable libre y diga que esta disponible.

(1) k=0. (o =)-reduccién. Sea [1 = A un secuente en una
hoja del arbol que ha sido obtenido en la etapa k — 1. Sean
0Aj,...,0A, todas las férmulas en Il cuyo conectivo
principal es o, y a las cuales no se les ha aplicado el paso de
reduccién (1) en etapas anteriores. Entonces, escriba todos
los secuentes de la forma

|_|Z>/\,C1,...,Cn,

donde C; es A;j o —A;, arriba de 1 = A (hijos). Es decir,
hay 2" de estos secuentes como hijos de 1 = A.
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Arbol de descomposicién, completitud y eliminacién de corte

(2) k=1. (= o)-reduccién. Sean oAy, ...,0A, todas las férmulas en
A cuyo conectivo principal es o, y a las cuales no se les ha
aplicado el paso de reduccién (2) en etapas anteriores. Entonces,
escriba el siguiente secuente arriba de I = A (un solo hijo).

M, Ar, .., An =Ar, .. = A, = A

(3) k=2. (= —)-reduccién. Sean —A;, ..., A, todas las férmulas
en A cuyo conectivo principal es —, y a las cuales no se les ha
aplicado ningtin paso de reduccién todavia. Entonces, escriba

M,AL,... Ay = A

arriba de 1 = A.

(4) k =3. (-0 =)-reduccién. Sean o Ay,...,—0 A, todas las
férmulas en [ cuyos conectivos principales son —o, y a las cuales
no se les ha aplicado ningtin paso de reduccién todavia.

- = = = -
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Arbol de descomposicién, completitud y eliminacién de corte

Entonces, escriba
M AL, ..., Ap,—AL,...,mAp = A

arriba de N = A.
(5) k =4. (A =)-reduccién. Sean A; A By, ..., An A B, todas las férmulas en I
cuyo conectivo principal es A, y a las cuales no se les ha aplicado ningin
paso de reduccién en etapas previas. Entonces, escriba

n,Al,Bl,AQ,BQ,.A.,An,Bn = A

above 1 = A.

(6) k=5. (= A)-reduccién. Let A; A By, ..., An A B, todas las férmulas en A
cuyo conectivo principal es A, y a las cuales no se les ha aplicado ningin
paso de reduccién en etapas previas. Entonces, escriba todos los secuentes

de la forma
MN=AG,...,Cp,

donde C; es A; o B;, arriba 1 = A. Hay 2" de estos secuentes como hijos de
M= A.
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(7) k=6. (V =)-reduccién. Se define de manera similar a (6).
(8) k=17. (= V)-reduccién. Se define de manera similar a (5).
(9) k =8. (—=)-reduccién. Sean A; — Bi,..., A, — B, todas

las férmulas en [1 cuyo conectivo principal es —, y a las

cuales no se les ha aplicado ningiin paso de reduccién en
etapas previas. Entonces, escriba los siguientes secuentes
arriba de 1 = A

I_I7 Bi17 Bf27 coog Bfk = /\7Aj17Aj27 cc ’Ajn—k7

donde 1 < ... < i, j1 <...<Jjpky (I'l,...,l'k,jl,...,jn,k)
es una permutacion de (1,2,...,n). Hay 2" de estos
secuentes arriba de 1 = A.
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(10) k=9. (=—)-reduccién. Sean A; — By, ..., A, — B, todas las
férmulas en A cuyo conectivo principal es —, y a las cuales no se
les ha aplicado ningtin paso de reduccién en etapas previas.
Entonces, escriba

M ALA,...,An=N\B1,Bs, ..., B,

arriba de 1 = A.

(11) k =10. (=V =)-reduccién. Sean =(Ay V B1),...,=(A,V B,)
todas las férmulas en I cuyos conectivos principales son =V, y a
las cuales no se les ha aplicado ningiin paso de reduccién en
etapas previas. Entonces, escriba

A,‘l,...,A,‘k,B,'l,...,B,'k,ﬁB,'l,...,ﬁB;k,—\Al,...,—'A,,,rl =
NA,, .. A Bi,....Bj_,
donde i1 < ...<ik,_j1 <... <j,,,k and (I.l,...,llk,_jl,...,_j,,,k) es
una permutacion de (1,2,...,n). Hay 2" de estos secuentes
arriba de M = A.
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(12) k =11. (= —V)-reduccién. Let (A1 V Bi),...,—(An V B,) todas las
férmulas en A cuyos conectivos principales son =V, y a las cuales no se les ha
aplicado ningun paso de reduccién en etapas previas. Entonces, escriba
todos los secuentes de la forma

N=A0G,...,C

donde C; es una de las férmulas A;, =A;, B; o =B; ( 1 < i < n). Tomando
todas las posibles combinaciones tenemos 4" secuentes arriba de M = A.

(13) k =12. (-A =)-reduccién. Sean =(A1 A Bi),...,~(An A Br)todas las
férmulas en [ cuyos conectivos principales son —A,y a las cuales no se les ha
aplicado ningin paso de reduccién en etapas previas. Entonces, escriba
todos los secuentes de la forma

ﬁS’,I'I =A,S

arriba de N = A, donde, dado el conjunto Fag = {A1,...,An, B1,...,Bn},
SQFA& —‘SZ:{—\CZCES}yS,:{C,'IC,':—\A,‘ifB,'QSOC,':—\B,'if
A; ¢ S}. Es claro que |Fag| = 2n, y por lo tanto, hay

|P(Fag)| = 2!Fa8l = 22" — 47 de estos secuentes arriba de I = A.
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(14) k =13. (= —A)-reduccién. Sean =(A1 A Bi),...,~(An A By) todas las
férmulas en A cuyo conectivo principal es —A, y a las cuales no se les ha
aplicado ningin (= —A)-reduccién en etapas previas. Entonces, escriba
todos los secuentes de la forma

MAL,...,An,B1,....,Bh =N\ C,...,Cy

donde C; es una de las férmulas —A;, o =B; ( 1 < i < n). Tomando todas las
posibles combinaciones tenemos 2" secuentes arriba de 1 = A.

(15) k =14. (- —=)-reduccién. Let =(A; — Bi),..., (A, = By) todas las
férmulas en I cuyos conectivos principales son = —,y a las cuales no se les
ha aplicado ningin paso de reducciéon en etapas previas. Entonces, escriba
todos los secuentes de la forma

Al,...,An,ﬁsl,...,ﬁBn,‘\A,'l,...,‘\A |-|Z>/\,Bj1,...7B

ik Jn—k
donde it < ... <igyj1 < .o <jn-k Y (iy-enyiksfly---sjn_k) €S UNA
permutacion de (1,2,...,n). Hay 2" de estos secuentes arriba de M = A.
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(16) k =15. (= = —)-reduccién. Sean —(A; — B1),..., (A, — Bn) todas las
férmulas en A cuyo conectivo principal es = —, y a las cuales no se les ha
aplicado ningin (= — —)-reduccién en etapas previas. Entonces, escriba
todos los secuentes de la forma

Sc,nCos Mo s Bn = NGy, Gy

donde C; es una de las férmulas A;, =A;, 0 =B; (1 < i < n);
Sci,....co ©{Bi1,...,Bn} es tal que si G; = A;, entonces B; & S¢,,....c,-
Tenemos 3" de estos secuentesarriba de 1 = A.

(17) k =16. (-~ =)-reduccién. Sean ——Ay,...,1—A, todas las férmulas en I
cuyos conectivos principales son =,y a las cuales no se les ha aplicado
ningtin paso de reduccién en etapas previas. Entonces, escriba

A, ... A, = A

arriba de N = A.

(18) k =17. (= ——)-reduccién. Sean ——Ay,...,—A, todas las férmulas de A
cuyos conectivos principales son =, y a las cuales no se les ha aplicado una
(= ——)-reduccién en alguna etapa anterior. Entonces, escriba el siguiente
secuente arriba de 1 = A.
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(19) k =18. (V =)-reduccién. Sean Vxi1Ai(x1), ..., VxnAn(xn) todas las férmulas
en I cuyo conectivo principal es V. Sea a; la primer variable disponible en
esta etapa que no ha sido usada en una reduccién de Vx;A;(x;) para
1 < i < n. Entonces, escriba

Al(al), 500 ,A,,(an),l'l = A

arriba de N = A.

(20) k=19. (= V)-reduccién. Sean VxiAi(x1), ..., VxnAn(xn) todas las férmulas
de A cuyo conectivo principal es V y a las cuales no se les ha aplicado ningin
paso de reduccién en etapas previas. Sean ai, ..., a, las primeras n variables
libres (en la lista de variables) que no estdn disponibles en esta etapa.
Entonces, escriba

M=A, Al(al)z 000 7An(3n)

arriba de 1 = A. Notar que aj, ..., a, son nuevas variables libres disponibles.
(21) k =20. (3 =)-reduccién.Se define de manera similar a (20).
(22) k =21. (= 3J)-reduccién. Se define de manera similar a (19).
(23) k = 22. (oV =)-reduccién. Andlogo a (19).
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(24) k = 23. (= oV)-reduccién. Sean oVxiAi(xi),...,0VxnAn(xn) todas las
férmulas de A cuyos conectivos principales son oV. Sea a; la primer variable
disponible en esta etapa que no ha sido usada en una reduccién de
oVx;A(x;) para 1 < i < n. Entonces, escriba

M= A,0Ai(a1),...,0An(an)

arriba de M = A.

(25) k = 24. (o3 =)-reduccién. Analogo a (21).

(26) k = 25. (o3 =)-reduccién. Analogo a (22).

(27) k=26. Si My A tienen alguna férmula en comun, no escribas nada arriba
de M = A (esto queda como un secuente superior). Si 1y A no tienen
ninguna férmula en comun y las reducciones descriptas en (1)-(26) no son
aplicables, entonces escriba el mismo secuente 1 = A arriba.

Entonces, la coleccién de los secuentes que se obtienen por el proceso de reduccién

anterior, junto con el orden parcial obtenido por este proceso, es el arbol de

reduccién (para S) y se denota T(S).
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A B, A =B, = ~(AVB), A A B, ~A, =B, = ~(AVB),~A A B, A B, = ~(AVB),B A B A B, = —(AVB), B
L NSyl Nl

——
(3),(14) (3),(14) (3),(14) (3),(14)

N

A, B, = A, ~B, AV B, AN A BA-B= —~(AV B)
AVBANABADE
™ ) ) &

A, B,—A, =B, AV B, AN-A BAN-B= —(AVB)
e —
) ®) RS

AV B, AN-ABA-B=—(AV B)
—_—
@)

AA—ABA-B = ~(AVB)
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oA(ar), Vo o A(z) = FwA(z), A(a1)  Alar),0oA(ar), Vo o A(z) = IwA(z), A(ar)
NN g NN g

oA(ar),Vz o A(z) = JxA(z), A(a1) oA(a1),Vx o A(z) = 3wA(x), A(ar), ~A(ar)
~— e —— T T — —— T T

N

oA(a1),Vz o A(z) = 3w A(z), A(ar)
—_—

oA(ar),Vz o A(z) = JzA(z)
—_—

Voo A(z) = 3rA(z)
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Sea S un secuente. Entonces, existe una prueba libre de corte para
S, o bien, existe una QCiore-estructura y una asignacién s que no
satisface a S.

Dem. Sea T(S) el arbol de descomposicién de S.
Si T(S) es finito, es fécil construir una prueba sin corte para S.
Sino, consideremos una rama infinita de T(S)

F0:>A0, F1:>A1,...,F,-:>A,-,...

Sean =Tl v A= A,y la QCiore-estructura
i=0 i=0
2= (A, |- |I*, definida como:
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° - A es el conjunto de todas las variables libres.
- si R € P,, entonces
1 siR(aj,...,a,) €T, ~R(ay,...,a;,) €T
R*ay,...,a;,) =< 1 siR(ay...,a,) €T, =R(ap,...,a,) €T
0 si R(ay,...,a;,) €T
yseas:VrUV, —> A la asignacién definida por s(a) = a si

a es variable libre, s(x) arbitrario si x es variable ligada.
Entonces, s refuta a S. O
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° - A es el conjunto de todas las variables libres.
- si R € P,, entonces

1 si R(ajy,...,a;,) €T, —-R(aj,...,a;,) €T

Rm(a,-l,...,a,-n): % si R(aj,...,a;,) €T, -R(aj,...,a,) €T
0 si R(ay,...,a;,) €T

yseas:VrUV, —> A la asignacién definida por s(a) = a si

a es variable libre, s(x) arbitrario si x es variable ligada.
Entonces, s refuta a S. O

Teoremav (Completitud y Eliminacién de Corte)

Sea [ = A un secuente. Entonces, si [ = A es valido, entonces
existe una prueba sin corte para [ = A.
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